Trường THPT Hùng Vương-Bình Phước 


GV. Nguyễn Hữu Hiếu -sưu tầm-biên soạn 


MỘT SỐ VẤN ĐỀ Cơ BẢN VỀ GIỚI HẠN CỦA DÃY số 
A. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 

1. Định nghĩa 1 

Dãy số (u n ) được gọi là dãy số tăng nếu với mọi n ta có u n < u n+l 
Dãy số (u n ) được gọi là dãy số giảm nếu với mọi n ta có u n > u n+l 

2. Định nghĩa 2 

Dãy số ( u n ) được gọi là dãy số bị chặn trên nếu tồn tại một số M sao cho 

u n < M, \/n <E N* 

Dãy số ( u n ) được gọi là dãy số bị chặn dưới nếu tồn tại một số m sao cho 
u n > m, \/n eN* 

Dãy số ( u n ) được gọi là dãy số bị chặn nếu tồn tại một số M và một số m sao cho 
m< u n <M,\/n eN* 

3. Định lý 1 

a. Mọi dãy tăng và bị chặn trên thì hội tụ. 

b. Mọi dãy giảm và bị chặn dưới thì hội tụ. 

4. Định lí 2 

a. Mọi dãy tăng và không bị chặn trên thì tiến tói +00. 

b. Mọi dãy giảm và không bị chặn dưới thì tiến tói -00. 

5. Định lý 3 

a. Nếu một dãy ( u n ) hội tụ đến a thì mọi dãy con trích từ ( u n ) cũng hội tụ đến a . 

b. (w w ) hội tụ đến a ( u 2n ) và ( u 2n+ỉ ) hội tụ đến a . 

6. Định lý 4 

a. Nếu lim u n =0 và u n + 0 , V/2 G N thì lim — = 00 

n—»+00 «->+00 

b. Nếu lim u n = 00 và u n + 0,\/n e N thì lim — = 0 

n->-K» n >+00 

7. Định lý 5. (Định lý kẹp giữa về giói hạn). Nếu vói mọi n>n 0 ta luôn có u n <x n < v n và 
lim u n = lim v n = a thì lim= a 

8. Sử dụng tiêu chuẩn Weierstrass đê chứng minh dãy sô có giới hạn 

Bài toán. Chứng minh dãy sô (11 n ) xác định bởi <! có giói hạn hữu hạn và 

[u„=f(u n _ 1 );«>2 

tìm giói hạn đó ( / (x) là hàm số liên tục). 

Phương pháp giải 

a) Dãy (x H ) bị chặn. Nếu f(x) là hàm số tăng trên \a\b\ thì dãy (x n ) đon điệu và hội 
tụ đến L là nghiệm của phưong trình / (v) = V . 

Một số vẩn đề cơ bản về dãy số và giới hạn của dãy 1 
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b) Nếu /(x) là hàm số nghịch biến thì các dãy con (x 2 n)’( x 2 n+i) của dãy (x n ) ngược 
chiều biến thiên. 

Nhận xét: Nếu dãy (x 2n ) hội tụ đến L, dãy (x 2n+1 ) hội tụ đến K : 

Vói L^K thì dãy [x n ) không có giói hạn; 

Vói L = K thì dãy ( x n ) có giói hạn là L . 

II. BÀI TẬP 


1. CHỨNG MINH DÃY số CÓ GIỚI HẠN 

Bài 1. Cho dãy số (uj xác định bởi công thức 


u ỵ =3 


1 

' ,3 

u = — 

,+1 3 

2w H —— 

n 


dãy số có giói hạn. Tính lim u ? 


, .Chứngminh 

(íỉễM). 6 


Lời giải 

Theo công thức xác định dãy (u), ta có u n >0; Vn e N*. 
Áp dụng bất đẳng thức Côsi, ta có: 


Vi 3 


2u. +4 


U+U+ — 


Do đó: u n > \Ỉ3 ; Vn ( 


> a|7Ẹ = $ ; Vn 6 N* 


.. 2 ,1 1 

Mặt khác: u. —u — — u H—- — u — — 

n 3 n u 2 n 3 


3 -ui 


< 0 . 


Vậy (u ) là dãy số giảm và bị chặn dưới nên nó có giói hạn. 

2 1 3 1 — 

Giả sử, lim u = a .Ta có: a = x-a-\-—-^a = —-^a = sl 3. 

3 a a 

Kết luận, lim U n = SỈ3 . 

Bài 2. Chứng minh dãy số có giói hạn và tìm giói hạn đó 


Un =1 


Bài 3. Chứng minh dãy số 


3 + u n 

3x n 

2:7 +1 


-;n = 1,2,3... 


có giói hạn và tìm giói hạn đó. 


1 3 x 

n 1 6 71+1 2z ra + 

: X l='JĨ'’ X n +l = sỊĨ+ 

n! 

X : £ =-——-; n € iV 

" n 2n + l !! 

x n : 2^ = 13;:c n+1 = ^12 + 7 
= 1 _ 4 ^ _^ 2 

^ : 2 ;aJn+1 3^ " 


a) 

b) 

c) 

d) 

e) 

Một số vẩn đề cơ bản về dẫy số và giới hạn của dãy 2 
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g) 


h) 


n) 

o) 

p) 


1 

u = — 

1 2 

_ + 4 

u :1 = - —- , 77, > 1 

71+1 2w n +1 

= °;®2 =1 

3:r + 2 


^ 10z n + 2x nl + 2 

= 1 

13 

£ M =20 + — ,n = 1,2... 

+ = 1 


,77, > 2 


1 

£ = — 

n+1 2 


H, = 1 


2014 

^ H——— I, 77, > 1 


,77, > 2 


[ " + 1 

k) : + = ị;x n+1 = ^3x n - 2;n > 1 

l ) : a? x = 0;:+ +1 = ^6 +ãT; 77, > 1 

2 2x ra +1 

m) x n : x 1 = 1; 1 =-—-—; 77, > 1 


I : X, = 1; £ , 1 =-4l_—; n > 1 

B 1 71+1 ạ , +3 

x n : + = 1]X 2 = 2;x n+1 = yịãr + yỊx~^;n > 2 
4 4,8 r — ^ , 

X : = —; x_ , = — — 4* — Jỏx „; 77, > 1 

n 1 9 " 9 9 V ” 

1 3 2 „ 

a; B : ^ = T J^ ^ — -+ 2 p ;77, > 1 . Hướng dân: Xét hàm số. 


/ X = l^ 3 -|^ 3 ,rz; e[0;l], /’ £ > 0;Va: £ Ịũ;lỊ từ đó suy ra / £ tăng trên Ị0;lỊ. Chứng 
minh u n £ [0;lỊ bằng quy nạp. Do f X tăng nên f u n — f u n l &u n — u n l cùng dấu, và do 

^ 3 

đó cùng dấu vói u 2 —u x = — 2^ < 0 . Từ đó suy ra U n là dãy giảm và bị chặn dưới. 


q) x n : x ì = sjĩ;x n+1 = ^2 + yfc^',n > 1 HD: Xét hàm số f X = \Ỉ2 + 4x\x e [o;2] 

r) x n : x 1 = sỈ2',x n+1 = 2 2 ;77, > 1 HD: Xét hàm số / X = 2 2 ;z £ [l;2] 


s) £ : x= 1982; a; = ———; 77- > 1 HD: Xét hàm sô f X = - ; £ £ ÍO; lj . 

' 71 1 ’ 71+1 4 - 3 +/ 4 - 3 ® 1 J 


Một số vấn đề cơ bản về dãy số và giới hạn của dãy 3 
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t) X : X, = 1; x_ ,, = 1 + —; n > 1 
" 1 B+1 x n 

MỘT SỐ BÀI TOÁN TÍNH GIỚI HẠN CỦA DÃY số 

f 1 

^ , 7 . \u x = — 

Bài 1. Cho dãy sô thực [u n ) xác định bởi: < 2 . Tìm giói hạn sau: 

[u n+l = u 2 n +u n ,\/n >1 (1) 

lim 1 + — -ỉ— . 

«-»+ c0 ^w 1 +l w 2 +l M „+1+V 

Lời giải 

• Bằng phép quy nạp đon giản ta thấy rằng: u n > 1, > 3 

• Xét tính đon điệu của k): Từ hệ thức (1) ta suy ra được 


u n+ỉ — u n = u 2 > 0 => k) tăng. 
Tính tổng: 


2 . . 1 

u,, = m; + u =^> -= 


____ J_ Ị_ 

U n+\ u n ( u n +l) U n U n + 1 

1 _ 1_Ị_ 

u tl +1 u„ 


(/1 = 1,2,...) (*) 


Thay n bởi 1,2,3,...^ vào (*) và cộng vế vói vế các đẳng thức ta suy ra được: 

11,1^1 

-1-h ... H-— 2- 

«1+1 «2 +1 «n+l +1 U n + l 

Do ( u n ) là dãy tăng nên có hai khả năng sau xảy ra: 

1) Dãy (u n ) bị chặn trên. Theo tiêu chuẩn Weierstrass, do (u n ) tăng và bị chặn trên 
nên nó có giói hạn. 

Giả sử lim u n - a thì a> 0 .Chuyển qua giói hạn hệ thức (1) khi n —» +00 ta có: 
a = a 2 +aoa = 0 (vô lý) 

2) Dãy ( u n ) không bị chặn trên, do ịu n ) tăng và không bị chặn trên nên: 

lim u n = +00 =^> lim u n+l = +00 =+ lim —= 0 

?z—H -00 »+00 ft —»+00 1 / 


Vì thế từ (2) ta suy ra: lim I ——- 4 ——- +... + 
n ^°[u ì +l u 0 +1 


= lim 2 


u +1 n^o 


= 2 


Vậy lim I ——— 4-—-H 

lí, +1 Ỉ++1 


+1 


= 2 ' 


k : 

Bài 2. Cho dãy sô thực (w n ) xác định bởi: 

k+ 


fw, = 2 

I = -M w +1, Vrc > 1 

Một số vấn để cơ bản về dãy sổ và giới hạn của dãy 4 


(1) 
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Tìm giới hạn sau: lim — + — + ... + — . 

' ĩ ^ +ũ0 ^M 1 u x U n J 


Lời giải 

Bằng phép quy nạp đơn giản ta chứng minh được rằng: u n > 2, v« > 1 
Xét tính đơn điệu của (u n ) Từ hệ thức (1) ta suy ra được 
N*, u n+1 —u n = ( u n -1) > 0, vậy ịu n ) tăng. 

Tính tổng: Xuất phát từ hệ thức truy hồi (1) ta suy ra được 

u n + l- ì = u n { u n- ì ) z 


ì_ _ 1 1_Ị_ 

u n+l -ì u n (u n - 1) u n -ì u n 


uiTXu TT (n=h2 ’- ) (*) 


u n —1 M n+1 -1 

Thay n bởi 1,2,3,...,n vào (*) và cộng vế với vế các đẳng thức ta suy ra được: 
111 1 


Do {u n ) là dãy tăng nên có hai khả năng sau xảy ra: 

1) Dãy (u n ) bị chặn trên. Theo tiêu chuẩn Weierstrass, do (u n ) tăng và bị chặn trên 
nên nó có giới hạn. 

Giả sử lim u n - a thì a > 2 .Chuyển qua giới hạn hệ thức (1) khi n — » +0O ta có: 

a = a 2 -a + loa 2 —2a + l = 0oa = 1 (vô lý) 

2) Dãy ( u n ) không bị chặn trên, do (u n ) tăng và không bị chặn trên nên: 


lim u n = +00 =^> lim (u n+ỉ -1) = +00 lim ———— = 0 

«—>+00 n —>+00 v 7 n —>+00 1/ — 1 


-1 

Vì thế từ (2) ta suy ra: lim [— + — + ... + —] = lim [ 1-——- I = 1 

n ->+001 ỵ ỵ u 1 /ĩ —>+001 u l 


• Vậy lim í— + — + ... + —^ì = 1 ® . 

n ^> +co ^ u x u n J 

k=3 

Bài 3. Cho dãy số u„ xác định bởi ị 1 , 0 V 

ị u n + i=^{ u l +u n + 4),« = 1;2;3.... 

a) Chứng minh dãy số tăng nhưng không bị chặn trên; 

b) Đặt s n =y —^—,« = 1,2,3... Tính lim^ . 

k=ì u k + 3 

Bài 4. (Đề kiểm tra đội dự tuyển Nam Định) Cho dãy số (x n ) xác định bởi 
x ỉ = 2012; x n+ỉ =x 2 n - 5x n + 9 với mọi n nguyên dương. 

a) Chứng minh (x w )là dãy số tăng; 

b) Chứng minh không có giới hạn hữu hạn; 

c) Xét dãy (y n ) xác định bởi = X ——r . Tìm lim y n . 

*r-l x k - 2 


Mộí số vấn đề cơ bản về dãy số và giới hạn của dãy 5 
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Lời giải 

a) Xét hiệu: x n+1 -x n =x 2 - 5x n + 9 - x n = (x n - 3) 2 > 0 

• Do X 1 = 2012 > 3 nên x n+1 -x n >0 suy ra dãy đã cho là dãy tăng. 

b) Giả sử dãy ( x n ) có giói hạn hữu hạn, đặt limx n = a(a > 2012). 

Từ công thức truy hồi x n+1 = x 2 - 5x n + 9 . 

Lấy giói hạn 2 vế, ta được: a = a 2 -5a + 9 oa = 3 (không thỏa mãn). 

Do đó dãy đã cho không có giói hạn hữu hạn. 

1 _ 1 1 

c) Ta có: -— =-—-— 

X n~ 2 x n~ 3 Vl-3 

4 . / , / 11 11 1 

ừx„-2 X 1 -3 + +1 -3 2009 + +1 -3 


Mà limx„ = +GO nên limy„ = — . 

" n 2009 

Bài 5. Cho dãy số u \ 1 ;n = 1 , 2 ,... Đặt S" = — • Tìm lim S n . 

n lVl= 1 + W3-“n ' n Uu k n 

Lời giải 

Ta có ti = 1 + u x u r ..u n (n > l);ti n = 1 + p n > 2 , suy ra 

u ,. — 1 

—— = u,Vn > 2 =$> u : — 1 = u — 1 u 
u n -l n n+1 

J 1 _ 1 _ 1 _ J_ J_ __1_1_ 

u n Vl _1 


■5. = ^+Èf =è+È 

«1 fc=2 K u, k = 2 


3” 1 V -1 


1 

= — + - 


Jfe =2 % fc =2 

Kết hợp vói giả thiết suy ra 5 =2--—- 

M ,.“1 

»+l 

Ta có 

w 2 =l+w 1 ;w 3 — 1+ u,ịU,2 = 1 + M| (l + w 1 )>l + w l 
=> W ;í > 1 +=> u ỉ u 2 ....u n > (l + Mj)" 1 

Mặt khác tí — tí n = 1 + u n u 1 u 2 ...u n _ 1 — 1 >0 hay tăng nên 

n-l , 

u ,, — 1 = UM n ...u > u, 1 + tc = 2 n =^> lim u ,, — 1 = +oo =>• lim 5 = 2 

"+ 1 1 2 n 1 1 « 4+00 "+ 1 «4+4 " 

Bài 6. Cho dãy số :x 1 = 1, X n _^ = yjx n x n +1 + 2 2^+3 +1 . Tính lim Ị y~^ 


Mộ* số vẩn đề cơ bản về dãy số và giới hạn của dãy 6 
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Lời giải 

Ta có x 2 = 5 và x n > 0 với mọi n = 1,2,... 


^n +1 — ~ 1) (24 *T 2) (x n T 3) tĨ — ^ x n T 3a; n 3^ T 3:r ra T 2 T1 — T 3:r ra ^ 1 (1) 

Từ đó suy ra 

x n+l +1 = ^4- 3a; n + 2 = 2^+1 3^+2 


1 1 1 1 

X n+1 ^ 2:^ + 1 X n 2 x n + 2 


1 _ 1_ 1 

£ n + 2 +1 2; n+1 +1 


Do đó y=y j —= V 

n itì+2 tì 


i 


Từ (1) z fc+1 + 3^ M > 3^ > 3.3 fc_1 = 3* 

Ta dễ dàng chứng minh bằng quy nạp x n > T -1 (2) 


1 1 

2 Vi+1 


Nên lim y n = ỉ (vì do (2) x n+1 > 3 n ) 


Ta có thể chứng minh lim 2 J n = +oo vói cách khác: 

Dễ thây x n là dãy tăng, giả sử lim x n = a (a > 1) 

Nen ta co CL — yị cl(cl T 1) (ữ T 2) (ữ T 3) 1 

Suy ra ữ — ũ ũ T1 ữ T 2 ữ T 3 Tl hay ũ T 6ữ T lOữ T Qũ T1 — 0 

Rõ ràng phưong trình này không có nghiệm thỏa mãn a > 1. Vậy lim x n — +oo 


Bài 7. Xét dãy số X n ; n = 1,2,3,... xác định bởi X 1 = 2 và a; n+1 = ỉ +1) vói mọi 

n = 1, 2,3, . Đặt s = ——-h ——-f... + -——— . Tìm lim s . 

n 1 + x i l+x 2 1 + x n n-^+m n 

Lời giải 

Ta có thể tổng quát hóa bài toán như sau: 

Ì u t — a 

_ w 2_^ + c ^ +c 2 
Un+1 = 6^7 

Ta chứng minh s = - = ——-—- 

+ b u x + c M n+1 + c 

Thật vậy. 

m , 11? — (b + c)u + c 2 — (ồ + cìii + be (u-\-b)(u+c) 

n+1 b-c y 8+1 b-c b-c 

T . *, 1 _ 1 1 _ 1 _ 1 1 

U n+1 + c + c U n + ò + & U n T c W n+1 T c 

Mộ* số vấn đề cơ bản về dãy số và giới hạn của dãy 7 
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Khai triển và ước lượng được 
1 1 1 


u x + b 

u + c 

u 2 +c 

1 

1 

1 

u 2 + b 

u 2 +c 

u 3 +c 

1 

1 

1 


U n + b u n + c U n+ 1 + c 


Do đó s= - 


Từ đó vận dụng vào bài toán trên vói b =1, c = -1 ta có 

1 1,1 


s m =- 


x-1 £ „ -1 


- = 1 - 


X M -1 


1 2 A 

Mà :r ra+1 - x n = ị x n — 1 > 0 Vn 6 iV * nên dãy là dãy tăng. Giả sử lim x n = a (a 

> 2). Thì 2a = a 2 +1 suy ra a = 1. Vô lý. 

Vậy lim X n = +oo. Do đó lim S n = 1 

Nhân xét. Trong các hài toán tôhg quát ta có thể thay các giá trị của a, b, c khác nhau để được các bài 
toán mới. Chẳng hạn: 

(2x + 1) 2012 

Bài 8. Cho dãy số x n được xác định bởi: XI = 1; X n+l = — "‘2012 -^ Xn ' n là s ° n § u yê n 

. 4 .,~ (2x +1) 2011 , ( 2 x 2 + 1) 2011 , ( 2 * 3 + 1 )™ , , (2* +1) 2011 _ 

2*2 +ĩ 2 * 3+1 2*3+1 2* n+1 +l 

Lời giải 

Ta có x n 
0 1 


(2*.+ir 2 

X, = — - -, Vn > 1 


2012 


2(® B+ 1 - x n) 


(2x n + 1) 2C 


: »+i + 1 

(2* o +l)(2* +1 +l) 

= 1006^] 

i=l 

1 1 

2x. + 1 2rr. +1 + 1 


= 1006 

Mặt khác: x n - X n > 0 nên dãy (Xn) là dãy số tăng Vn > 1. Nếu (Xn) bị chặn thì limxn tồn 
tại. 


Một số vấn đề cơ bản về dãy số và giới hạn của dãy 8 
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/ _|_ J\2012 

Đặt lim X n = ữ =^> ữ>l và a = - -1- a (vô lý). Suy ra x n không bị chặn trên 

„ , _1 „ __ ,. 1006 

hay lim x n = +oo suy ra lim —-— =0. Suy ra lim u n = —— 


2 ^ +1 


Bài 9. Cho dãy số thực ( u n ) xác định bởi: 


Ỉ Uị = 1 

u 2 Tìm giói hạn sau: 

M„ x1 = _ ” +u„,\/n> 1 

2012 


Lời giải 

• Bằng phép quy nạp đon giản ta thây rằng: u n > 1, Vn > 1 

• Xét tính đon điệu của ( u n ): Từ hệ thức (1) ta suy ra được 

Vn e N* , H „ +1 - u „ = > 0, vậy («„) tăng. 

• Tính tổng: Xuất phát từ hệ thức truy hồi (1) ta suy ra được 

U n + l = + U n=^ u l = 2012 ( w ,m - U n ) 

= 2012 ( U " +ì 


2012 


=> = 2012Í—- —ì (/1=1,2,...) (*) 

M n + 1 K “» + J 

Thay n bởi 1,2,3,...^ vào (*) và cộng vế vói vế các đẳng thức ta suy ra được: 

— + — + + -^ n - = 20I2Í—-ỉ—1 = 2012 í 1-—ì (2) 

U 2 M 3 U n + 1 y U l U n + l) y U n + l ) 

Do ( u n ) là dãy tăng nên có hai khả năng sau xảy ra: 

1) Dãy (u n ) bị chặn trên. Theo tiêu chuẩn Weierstrass, do ( u n ) tăng và bị chặn trên 
nên nó có giói hạn. 

Giả sử lim u n =a thì a>\ .Chuyển qua giói hạn hệ thức (1) khi n —> +00 ta có: 

a - _ a - +a<=> a-{) (vô lý) 

2012 J 

2) Dãy ( u n ) không bị chặn trên, do (u n ) tăng và không bị chặn trên nên: 

lim u n — +GO lim u n+l — +GO => lim —- 0 

ft—H-00 w—M-00 ft—H-00 7/ 

u n +1 

Vì thế từ (2) ta suy ra: lim [— + — + ... + -^-1= lim 2012Í1—— I =2012 

U 3 U n + l) n ^° 1 U n + l) 


Một số vẩn đề cơ bản về dãy số và giới hạn của dãy 9 
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• Vậy lim {— + — + ... + -^-1 = 2012 ® . 

«3 u n+l ) 

f«! = 2 

Bài 10. Cho dãy số thực (u n ) xác định bởi: ■< u 2 _|_ 201 1« Tìm giói hạn 

« , = n _ _ —-,V«>1 (1) 

l n+1 2012 

1 «1 . « ? _ u n 1 

sau: lim + — +...-I— - í —- 

»-H^M 2 -l «3-1 M B+ 1-Ụ 

Lời giải 

• Bằng phép quy nạp đon giản ta thấy rằng: u n > 2, \/n > 1 


Xét tính đon điệu của (u n ): Từ hệ thức (1) ta suy ra được 

« (« - l) ^ . 

, « n+1 -« n = k 20ì2 >0 / vậy (w„) tăng. 

Tính tổng: Từ hệ thức truy hồi (1) ta suy ra được 
ul + 2011« 


u 2 n +2012 u n = 2012« n+1 =ỉ> u n (u n -l) = 2012(w n+1 -u n ) 

_ ^ => -+=- = 20 I 2 Í —-—-ì (n = 1,2,...)(*) 

(«„ + i-!)(«»-!) l - 1 «„ + i-Ụ 

Thay n bởi 1,2,3,...,n vào (*) và cộng vế vói vế các đẳng thức ta suy ra được: 

1 


2012 
- = 2012 


— 1L - + —^—+ ...+ " 

w 9 - 1 Wo - 1 w„ ,, - 1 


= 2012 1 


( 2 ) 


Do ( u n ) là dãy tăng nên có hai khả năng sau xảy ra: 

1) Dãy ( u n ) bị chặn trên. Theo tiêu chuẩn Weierstrass, do ( u n ) tăng và bị chặn trên 
nên nó có giói hạn. 

Giả sử lim u n =a thì a> 2 .Chuyển qua giói hạn hệ thức ( 1 ) khi n —» 400 ta có: 

a = ^ +«<=>fl(fl-l) = 0<=>fl = 0vfl = l (vô lý) 

2012 

2) Dãy (u n ) không bị chặn trên, do (u n ) tăng và không bị chặn trên nên: 

lim u n = +00 => lim (u n+Ị - 1 ) = +00 => lim —-—- = 0 

n ->+co «->+00 v / n— H-00 7/ — 1 


Vì thế từ (2) ta suy ra: lim 


«0 — 


= lim 2012 1 


= 2012 . 


Vậy lim 

n-H-001 « -1 «0—1 


= 2012 .'' 


Mộ* số vẩn đề cơ bản về dãy số và giới hạn của dãy 10 


















Trường THPT Hùng Vương-Bình Phước 


GV. Nguyễn Hữu Hiếu -sưu tầm-biên soạn 


Bài 11. Cho dãy số thực ( u n ) xác định bởi: 


hạn sau: lim I \ + \ + ...+' \ I. 

, M, uị M„ 1 


1 

u, = — 
1 2 


'*b ^n-ì 


Tìm giói 


Vm> 2 (1) 


Lời giải 

Bằng phép quy nạp đon giản ta thấy rằng: u n > 0, \/n > 1 


Xét tính đon điệu của («„): Từ hệ thức (1) ta suy ra được 

Ju 2 +4jc_ , + M . +4x„_, 2 m„ , 

M„ - M , = -—^- M i = -— ^ -= , I = 

2 2 + 4x íỉ _ 1 

Suy ra: (m^) tăng. 

Tính tổng: 

wl = -==^kLr--=> mJ = (m b +!)«„_! =>ì=—-- (n = l,2,.„) (*) 

yM n 2 _j +4y ! _ 1 +w n _! 


->0 


m: 


Thay n bởi 1,2,3,...,n vào (*) và cộng vế vói vế các đẳng thức ta suy ra được: 

11 .1 11 1 , 1 ^ 

-y+ -y+ ... + -y --y + —-— - 6-— (2) 

Mj M 2 M„ M| M| M n M w 

Do (m„ ) là dãy tăng nên có hai khả năng sau xảy ra: 

1) Dãy (u n ) bị chặn trên. Theo tiêu chuẩn Weierstrass, do (u n ) tăng và bị chặn trên 
nên nó có giói hạn. 

Giả sử lim M - a thì a > 0 .Chuyển qua giói hạn hệ thức (1) khi n —» +oo ta có: 

n ->+00 

yỊa 2 +4a + a & , 

a = - — - ++<2 = 0 (vô lý) 

2) Dãy ( u n ) không bị chặn trên, do (u n ) tăng và không bị chặn trên nên: 

lim u n — +00 => lim — = 0 

n —>+00 n—>+co lị 


• Vì thế từ (2) ta suy ra: lim -ỉ- + —T +... + -y 11= lim I 6—— 1 = 6 

u[ uị " 1 ” 1 

• Vậy lim ị -Ỉ- + -Ỉ- + ...+ -ỉ-1 = 6 ® . 

«^+= c Ị v M | M2 ) 

\ U 1 - 2012 

Bài 12. Cho dãy số thực (u n ) xác định bởi: 


m; + 201 1m„ - 2013m„ +1 +1 = 0, Vm > 1 (1) 


Tìm 


giói hạn sau: lim (- \ _ -4- \ _ +...-I- \ _ 1. 

& 1^+2012 M 2 + 2012 u n +2012 J 


Lời giải 

Một số vẩn đề cơ bản về dẫy số và giới hạn của dãy 11 
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• Bằng phép quy nạp đơn giản ta thây rằng: u n > 2012, \/n > 1 

• Xét tính đơn điệu của (u n ): Từ hệ thức (1) ta suy ra được 


(u -l) , s 

u, , -u= __ > 0 => ( u n ) tăng. 

" +1 " 2010 v n) 6 

Tính tổng: Xuất phát từ hệ thức truy hồi (1) ta suy ra được 

? « íC + 2011m„ +1 

u n + 2011 u n - 2013 U n+Ị +1 = 0 <^> u n+t = —— ^ ^ — 

ul + 20llu +1 

<=>«„,, -1 = ——- 1 

2013 

(u n - ì)(u n +2012) 
' í+1 2013 

1 1 1 


w n + 2012 w„-l u n+l - 
Thay n bởi 1,2,3,...^ vào (*) và cộng vế với vế các đẳng thức ta suy ra được: 


(n=l,2,...) (*) 


+2012 u 2 + 2012 u n + 2012 u,- 1 M n+1 -1 2011 M n+1 -1 

Do («„ ) là dãy tăng nên có hai khả năng sau xảy ra: 

1) Dãy (u n ) bị chặn trên. Theo tiêu chuẩn Weierstrass, do (u n ) tăng và bị chặn trên 
nên nó có giới hạn. 

Giả sử lim u n =a thì a > 2012. Chuyển qua giới hạn hệ thức (1) khi n —» +00 ta có: 

a 2 + 201 la — 2012 a + l = 0<^>a = l (vô lý) 

2) Dãy ( u n ) không bị chặn trên, do (u n ) tăng và không bị chặn trên nên: 


lim u n — +00 => lim (u n+Ị -1) = +00 => lim —-—— = 0 

n — >+00 tt—H- 00 v H- 00 // — 1 

w n+l 1 


Vì thế từ (2) ta suy ra: 
lim 1 1 


1 


«,+2012 « 9 +2012 


: lim 




u +2012 »-^>1 2011 « -1 2011 


• Vậy lim - \ +- \ _ +■■■ +- \ I = - ® . 

J n^l^+2012 «2 + 2012 u n + 2012 J 2011 

ị 1 

Bài 13. Cho dãy số thực (u n ) xác định bởi: <1 2012 . Tìm giới hạn 

{u n+l = 20l2u 2 n +u n ,\/n>l (1) 

«„ 1 

sau: lim — + — + ... + —— . 

«3 U n+ỉ J 

Lời giải 


• Bằng phép quy nạp đơn giản ta thây rằng: u n > 0, v« > 1 


Một số vẩn đề cơ bản về dãy số và giới hạn của dãy 12 
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• Xét tính đơn điệu của ( u n ): Từ hệ thức (1) ta suy ra được 

u n+i ~ u n = 2012ỉ/ 2 > 0 => (w n ) tăng. 

• Tính tổng: Xuất phát từ hệ thức truy hồi (1) ta suy ra được 

_ 2012w 2 u n+1 -u n u 1 f 1 1 'l 

2012u„ = u n+Ị -u n =>-— = -2±ì—— =» —— = - (n=l,2,...) (*) 

U n U n + 1 u n u n + 1 M n + 1 2 012 K W, !+ J 

• Thay n bởi 1,2,3,...,n vào (*) và cộng vế với vế các đẳng thức ta suy ra được: 

— + — + ... + —^ = —T— 

u 2 «3 M n+1 2012 


M, u 3 ) [u n u„ + 


= ——77—( 2012-— 

2012^ u 

• Do (u n ) là dãy tăng nên có hai khả năng sau xảy ra: 

1) Dãy ( u n ) bị chặn trên. Theo tiêu chuẩn Weierstrass, do (u n ) tăng và bị chặn trên 
nên nó có giới hạn. 

Giả sử lim u n = a thì a > 0 .Chuyển qua giới hạn hệ thức (1) khi n —» +00 ta có: 
a = 2012a 2 +ứOữ = 0 (vô lý) 

2) Dãy (u n ) không bị chặn trên, do (u n ) tăng và không bị chặn trên nên: 

lim u n = +00 => lim u n+ỉ - +00 => lim —= 0 

H-00 ft—»+00 n —»+co 7/ 


Vì thế từ (2) ta suy ra: lim — + — + ... + I = lim 

"-►M M, II, u - ỉ ' ĩ -> +co 


—ỉ—( 2012-— 

2012 M n+1 


. Vậy lim f—+ — + ...+ -^-ì = 1 ® . 


1«! = 3 

Bài 14. Cho dãy số thực (w„ ) xác định bởi: ỵ 2 + 2009 u + 2 • Tìm giới hạn sau: 

,, = —— n -, > 1 

l W+1 2012 

I M, -1 M, -1 -1 

lim ——f + ——f+ ... + ■ 


w 7 - 2 ỈI, -2 u., -2 


Lời giải 


D; v ỉt + 2009w +2 (w-l)(w -2) 

• Biển đoi w , 1 = ————r- 2 ++ - (1) 

' !+1 2012 n+1 ” 2012 ' 

Vì uJ =3 nên 3 = u! < u 2 <u 3 <.. .< u n , suy ra dãy {u n } tăng. 

• Giả sử dãy {u n }bị chặn trên oBLel: limu n = L ( L > 3) 

„_ _ w 2 + 2009w +2 , _ T L 2 + 2009L + 2 

Suy ra limu „ +1 = lim —— — -hay L =-—- 

J ” +1 2012 J 2012 

<=> L 2 -3L+2 = 0 <^> L = 1 hoặc L = 2 (vô lý vì L > 3) 

Do đó {u } không bị chặn trên hay lim u = + 00 hay lim — = 0 

u 


Một số vẩn đề cơ bản về dãy số và giới hạn của dãy 13 
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• Biến đôi (ĩ) <=> (u" -l)(u" -2) = 2012(u n+1 -Un) 

1 


«. ^4 = 2012 (- 1 


:)(*) 


U n + 1~ 2 U n ~ 2 U n + Ĩ ~ 2 

• Cho n lần lượt nhận các giá trị 1, 2, 3, .. ..n, sau đó cộng vế theo vế ta được: 

s = ỷ i±= 2012(1- ĩ—) 

tỉu i+l -2 u n+i — 2 

• Vậy lim s„ = 2012 ® . 

+ 2x + 4 

Bài 15. Cho dãy số (x w ) xác định như sau x l =3 và x n+l = —^——-—— vói n = 1,2,... Vói 

X" - x n + 6 

mỗi số nguyên dưong n, đặt y n =^ J y- . Tìm lim y n . 

í'=L 4 T 4 

„ 0 _(x 2 +4)(x w -2) 

Lời giải. x n+l -2= 2 /v ” (1) 

— x n + 6 

Do x ỉ =3 nên bằng qui nạp chứng minh được x n > 2 vói mọi íỉẽN* 

(x„-2) 2 


- X = 


; > 0 => (x w ) là dãy tăng (2). 


X 2 - + 6 

Giả sử dãy (x n ) bị chặn trên =>3a> 3 để lim x n =a . Khi đó 

tìt 3 + 2a + 4 2 A . A . . n. / 1 

= — 2 <=> « — 4a + 4 = 0 <^> <2 = 2 (loại) 

<2 -<2 + 6 

Do đó: limx n = +CO (3) 

1 1111 1 


Từ (1) suy ra : 


x^-2 X..-2 xi +4 <+4 x„-2 x„ +1 -2 

1 


n+1 n 

_^4 1 

Tn = 2.“4^“ 
tfx 2 + 


= 1 -- 


M 4 +4 x n+ỉ -2 
Từ (3) và (4) suy ra : limy n = 1 


(4) 


Bài 16. Cho dãy số (x w ) xác định như sau 


2017 


. Vói mỗi số 


x n+l = 2x 2 n -5x n + ^; V«eN* 


nguyên dưong n, đặt u n = V——-. Tính lim u n . 

tíx k -\ 

Lời giải 

9 9 3 

Xét hàm số /(x) = 2x 2 - 5x + ^-. Khi đó f(x ) = X ^ 2x 2 -5x + ^- = x<»x = ^-. 
3 

Vậy hàm số có một điểm bất động là x = : ~. 


Ta có x n+l = 2x 2 - 5x n +1 « x nH 


Từ đó suy ra 


1 _ 1 
3 ~2Ỹ 


x„ +1 - — 

n+1 2 


- 5x + ^. Khi đó /(x) = X <^> 2x - 
g là x = ^~. 

-ì = 2 i x '-~ỉ) {x "~ l) 

_Ị_ 1 _1 1 

*4-4x„-| 


Một số vẩn đề cơ bản về dẫy số và giới hạn của dãy 14 


3 3 

**2 X «+1 ~~ 2 
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1 _ ĩ ĩ 
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GV. Nguyễn Hữu Hiếu -sưu tầm-biên soạn 


x n + l 2 


3 ' 

x n + l 2 


_ V 1 1 _ 1 

u„ = > ,- 7 =- 

w 2017 1 , 3 

Chứng minh dãy tăng. Do X, = 2 nên bằng qui nạp chứng minh được x n > 2 ™ m ọi 

neM* 

Xét hiệu x n+l —x n = ^ ( 2x n - 3) > 0 V n e N* => (x n ) là dãy tăng. 

• Chứng minh dãy (x n ) không bị chặn trên. 

A 3 

Giả sử dãy số (x n ) bị chặn trên. Vì dãy tăng và bị chặn nên 3a>^ để limx n = a . Khi đó 
9 3 

2a - 5a + ~^ = a <=> a = (không thỏa mãn). Do đó : limx n = +00 


Vậy limw /; : 


1 

1007 ' 


Bài 17. (Olympic 30-4-2012) Cho dãy số (x n ) xác định bởi: 

í x ì — 4 


xi+9 


Vn > 1 


n+L „ , z: 

1 ^ + 6 

Vói mỗi số nguyên dưong n, đặt y w = - . Tính limy n . 

k=l X k + 3 

Lời giải. 

x^ + 9 x^ + 9 

+ Xét hàm số f{x) = ————. Khi đó f(x) = x<^> ——— = X <=> x = 3. 

X -x+6 X -x+6 

Vậy hàm số có một điểm bất động là X = 3. 

, _ x*+9 (x^+3)ịx„-3) 

+ Ta có x„ +1 = o x„ +1 -3= 3 ; " ■ 

x n~ x n + 6 x n x n + ® 

_ 1 _ + 3)-(x„ -3) __Ị_ 1 

^^ +1 -3“ (x 3 +3)(x„-3) - (x„ -3) (x„ 3 + 3)' 

1 1 1 
=> x 3 +3 _ x„-3 x„ +1 - 3' 

— 11 1 . 1 

í-N + 3 x,-3 x n+1 - 3 x„ +1 -3 

+ Chứng minh dãy tăng. Do X 1 = 4 nên bằng qui nạp chứng minh được x n >3 vói mọi ne N* 


(x -3) 2 

Xét hiệu x n+l —X— - , — — -— Y > 0 (x n ) là dãy tăng. 

(x n +2)(x*-2x n +3) 

+ Chứng minh dãy (x n ) không bị chặn trên. 

Giả sử dãy số (x n ) bị chặn trên. Vì dãy tăng và bị chặn nên 3a> 3 để limx w = a . Khi đó 


Một số vấn đề cơ bản về dãy số và giới hạn của dãy 15 
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ữ 4 + 9 ~ ,11 * ,, , _ 

— -—- = a o a = 3 (không thỏa mãn). 

a — a + 6 

Do đó : limx n = +00 
Vậy lim y n = 1. 

Bài 18. (HSG BP 12-13). Cho dãy số (u n ) được xác định: 

2 

- 1 2013 • Xét dãy sô v n = -— Ấ -f -— -1-b -—-— . Tìm 

ul(2-9u n+1 ) = 2u n+1 (2-òu n ) ĩ Vn>l n 1 ~ u í 1 ~ U 2 1 ~ U n 

lim V . 


Lời giải 

Ta có u n ^ 0; Vn > 1. 


2_ 9u 2 2 4 10 

Khi đó ul 2 - 9« = 2«. 2-5« = 4 2-5» — - 9 = 4r - — 

V. ” V. «*: «. 

2 

Đặt X = — Vn > 1. Khi đó ta có dãy mói X được xác định bởi: 

n u n 

'x l = 2013 

X., = xl — + 9 Vn > 1 

n+l ra ra 

Chúng minh X là dãy tăng: 

Xét hiệu: £ - x„ = xl — + 9 — = X — 3 >0 

Do S 1 = 2013 > 3 nên x n+1 — > 0 suy ra dãy là dãy tăng 

Chứng minh x n không bị chặn hay lim 3^ = +oo: 

Giả sử x n bị chặn, do dãy tăng và bị chặn nên tồn tại giói hạn hữu hạn. 

Giả sử dãy x n có giói hạn hữu hạn, đặt lima: n = a, a> 2013 . 

Từ công thức truy hồi x n+1 = x n — hx n + 9 

Lấy giói hạn hai vế, ta được: a = ầ — 5a + 94 = 4 ữ = 3 (không thỏa mãn) 

Do đó dãy đã cho không có giói hạn hữu hạn. 

Ta có: 


u, ' u 

v n — 1 + ••• + , n ' 

1 — u. 1 — u 


= 2 


-2 


-2 


= 2 


X—2 


£ —2 


Vn > 1 


Mà 


1 


1 


X n ~ 2 x_ — 3 x_ 

Do đó, ta có: V = 2 


ĩ ĩ 

— 2 

1 1 

x—3 X — 3 

V 1 ra+l ) 


to 

o 

co 

1 

co 

3 h 

+ 

1 

co 


Mà lim X = +oo nên lim -17 = - 


1005 


Bài 19. (Quảng Ngãi) Cho dãy số ) thỏa mãn điều kiện: ^ = 2, (4 - fl n ) (6 + a n _ x ) = 24 


Một số vẩn đề cơ bản về dãy số và giới hạn của dãy 16 
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11 1 

Tính ^2012 ~—I-f...4- 

ữ-, rỊ 


HD giải: Từ công thức truy hồi ta suy ra a n - 


ẩa 


6 + ữ 


_ 12 1 

2 1 a M _ 3a n _ 1 4 


1 

> 

3fl~ ■ 4 


1 1 3 1 13 I 

Đặt t n =—(t =ì;)=>t n =ịt n ,+±ot n + ± = ị(t ĩ +±) 

n a n 1 2 n 2 n_1 4 n 2 2 \ n-i 

Đặt = í n + ỉ = 1) => u n * I w n _ T => s w = 2[(|)" -1] 
Cho n = 2012, ta có S 2012 = 2[(|) 2012 -1]-1006. 


Bài 20. Cho dãy số ( u n ) thỏa mãn: 


5 

Ml 2 

1 2 « 

“.4-1= Ỷ 2 


ỊneN*Ị. Tìm j• 


Íw 1 = 2 

Bài 21. Cho dãy số: ị u^ 015 + u n +1 (neN*) 

[ Un+Ỉ = uị ữU -u n + 3 

a) Chứng minh w n > 1, e vV và (u n ) là dãy số tăng. 

b) TìmlimỆ -H_- . 

Bài 22. Cho dãy SỐ M„ thỏa mãn = 2017;w„ +1 = ( Jũ^ + l) ;w = 1,2,3... Tính limV-pi—- 

v ' i^yỊUị+ì 

x (.2014 2014 2014 

Bài 23. Cho dãy số £ : £ = 1, -^2- = 1 + £ 2014 n > 1 . Tìm lim —-I- —-h.« 4 . + 

" \ " n ^ + °H ^2 ^3 ^ 

Bài 24. Cho dãy số x n : X 1 = 3, :r n+1 = ỉ £ 2 + + 4 n > 1 . Tìm lim — 

"5 71 «—, Ị IE 


Bài 25. Cho dãy số x n ^ ^ được xác định bởi X 1 =12, X n+Ỉ = a; n 1 4-— — . Chứng minh rằng 


là dãy số tăng nhưng không bị chặn trên. Tìm lim 


1 


{Ùx t +3 


Bài 26. Cho dãy số £ được xác định bởi X ■ = , £,. = ----—--- 

1 24 " +1 1 + 3 n + 2 n + 3 X, 


. Đặt 


1 2 ; 

Bài 27. Cho dãy số X được xác định bởi X : X, = ị; £ „ = 2:r 2 — 1, n > 1 . Tìm lim — . 

7 - v 71 1 2 n+1 " »-+«* n 

„ „ Jx* +1-1 

Bài 28. Cho dãy sô X n : X 1 = 1; :r n+1 = ^-, n > 1 . Tìm lim . 


Mộ* số vấn đề cơ bản về dãy số và giới hạn của dãy 17 


















Trường THPT Hùng Vương-Bình Phước 


GV. Nguyễn Hữu Hiếu -sưu tầm-biên soạn 


Bài 29. Cho dãy số £ : £ \ x=\-,x mí = \ x„ + Ằí 

J n n 1 2 n+1 2| ” V 

Bài 30.(HSG QG 2012). Cho dãy số x n : 


1 

1 2 1 

, n > 1 . Tìm lim X n . 


X + Jx 2 + — 

= 2 

[ n V 4" J 

***** 

= 

= 3 



_ n + 2 

£ = —-— ® . + 2 
3n n 

k = 2012 

Bài 31. Cho dãy số X : ị X 3 + 3a; . Tìm lim £ . 

" \x_ , , = - J2 -—-— n^+oo n 

I " 1 3^4=1 

'ar, = 2012 


. Tìm lim x _ . 


Bài 32. Cho dãy số X : 


1 

2 


x m + - 


2012 


. Tìm lim x_ 


u x = 2014 

u 2 + 6 . Tính lim u 

li = —ị—' - n— >+oo n 


Bài 33. Cho dãy số u xác định bởi 

u - — 

2u n T 1 

HD: Chứng minh dãy U n giảm và bị chặn dưới bởi 2. 

% = 3 

Bài 34. Cho u : 


u 2 -u + 9 • Đạf - ——— + + ••• + 

—^^- 2 + 2 -|- 'ỈX 2-Ị-14 

5 


-. Tìm lim 5* . 


Bài 35. Cho dãy số thỏa mãn 


Bài 36. Cho dãy số u n thỏa mãn 


1 

u= — 
1 2 


71+1 

u= 3 


2 r~T~~ — • Tìm lim \ 

_ *ịu n + ẩu n + Ếí u k 

. Tìm lim V — 


M . = 4 u — u + 2 

n+l 2 " " 


Bài 37. Cho dãy số x n được xác định 


u= 2 


< 2013 

2014 + 2014 ’ 


a) Chứng minh u n là dãy số tăng. 


b) Vói mỗi n > 1, n G N , đặt V = ———- . Chứng minh rằng 

" u M -1 

n +1 


+«2+••• + w n < 2014 , n =1,2... 
Bài 38. Cho dãy số u n được xác định 


1 

u=- 
1 2 


n . 

u M w + ——— ;n = 1,2... 

B+1 n 2013 

a) Chứng minh rằng dãy số tăng nhưng không bị chặn trên. 

b) Đặt s n = V-- 1 -— • Tính lim S" 

n +2013 "-+« n 

Một số vẩn đề cơ bản về dẫy số và giới hạn của dãy 18 


























Trường THPT Hùng Vương-Bình Phước GV. Nguyễn Hữu Hiếu -sưu tầm-biên soạn 

u= 5 


Bài 39. Cho dãy số tí : 

Bài 40. Cho dãy số u n : 

Bài 41. Cho dãy số u 


2 u +16 ^ .Tinh lim V 


1 


u 1 = 20 

U+7U+9 _ 

u M =—--;n = l,2... 

n+l 13 

_ 2014 
Uị - 2013 


Đặt lim 7^ 


ĩ=( u. + 2 

1 


+ +10 


_ u n~h 2u 

Vi= + " ;n = l,2... 


. Đặt lim V —1—— . 

+2 


/ 272 

Bài 42. Cho dãy số + =1;+=— - X, +x 0 + ... + + - ,n>2.Tính lim 

ra I ” „ 1 2 n—>+oc 

77,-1 


Bài 43. Cho dãy số u được xác định bởi u, = 2, u = —Ti +1 . Tìm lim — 

J 1 ’ ra+l ra «->+«> tí + 


HD 


Bước 1. Chứng minh lim It n = +oo 

Bước 2. Tính — , tính lim — 

u ị TTĨm “ tí. 

Lòi giải chi tiết trang 64- Tài liệu 0 

^ X — 1 

Bài 44. Cho dãy số + : 

■ h «=20 

Bài 45. Cho dãy số x n : x 1 = 3, X n+1 = x 2 n — 3+ + 4 . Tìm 



+ — 1 

X, x n 

X 

X 

. Tính lim 

^ + 3 + ., 

.. + — ÍL - 


X = 2014+ + X ra^+oo 

h 

^ra + lj 


lim 


1 . 1 , 1 

- H-—— + ••• + - 


x—1 X n — 1 


+ — 1 


Bài 46. Cho dãy số + :x, — a> Tx m , — x\ Tìm lim 

y n 1 ’ n+1 n-t+oc 


Bài 47. Cho dãy số + được xác định bởi — 1 < X Q < 1; + = 


+ + 

- + ... + - 


1 + + 


. Đặt 


+ = 4 n 1 — u n ;w n = ..7+. Hãy tính lim77 n ;lim W n . 

Bài 48. Cho dãy số + : X, = 8, + , = ì + — 7® + 25 . Tính lim —ỉ— 

7 n 1 ’ n+l 3 ra ra n^íoo [ z. - 2 

Ị 


2009:r 1 + X 

Bài 49. Cho dãy số + : x= 2009,+^ = -—1-1- . Tính lim 

n 1 n 2009+ —x+ 2009 "“+« 


Ẻ 


1 +< 


Bài 50. Cho dãy số thực a n :a x = 1; a n+1 = a n + —; n > 1 . Chứng minh rằng lim -y= = s/ĩ . 

a n ra—>+oo 

Bài 51. Cho dãy số + : + = 2, + = Ậ + 1 . Đặt S n = ——- . Tính \s}: lim ịs^ 1 . 

y n 1 71+1 2 " " Ếf++1 L nJ nJ 


Một số vẩn đề cơ bản về dãy số và giới hạn của dãy 19 
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Bài 52. Cho dãy số x n : X 1 = ^, 2 


GV. Nguyễn Hữu Hiếu -sưu tầm-biên soạn 
-.Đặt S n =w. Tính lim \sì. 

1 n ù k nJ 


2 2n +1 x n + 

Bài 53. Cho dãy số : 2 ^ = a > 1, £ — X 2 — x n -i-1 n> 1 . Tìm lim 

Bài 54. Cho dãy số x n : 2 ^ = a > 0, £ n+1 = X 2 + n > 1 . Tìm 
lim 


11 . ,1 

— + — + — 

X, x n x_ 


1 , 1,1 


1 + X. l + X 0 


1 + x 


x % x 0 

-Ì + -2- + ... + - 


^ a ; 2 

Bài 55.Cho dãy số £ : = 1, X ,. = X + - lĩ > 1 . Tìm lim 

J » 1 "+ 1 2014 

_ 21 14 — 2 + Ju 2 + 8w — 4 , , * _ " 1 

Bài 56. Cho dãy sô (u) u = 77 ,u = —- ^77 ---, Vn gN • lim y^———-. 

^ V 1 -j 0 » »+1 2 ""^fcV +1 -4 

Bài 57. Cho dãy số u n được xác định bởi u x = 2008, u n+1 =u n — 4013^ + 2007 2 ; n > 1 

a) Chứng minh u n > n + 2007 . 

b) Đặt x =Ỵ^ -——— ; tính lim £ . 

" Ùu k -2006 - 3 - n 


Bài 58.(HSG BP 11-12). Cho dãy số u n được xác định bởi 
u = 2013 Ị 1 1 1 

u 2 + 2011w n - 2013w n+1 = 0 n > 1 «->+00 1^ + 2012 w 2 + 2012 u n + 2012 

Bài 59. 


... to be continued ... 


Một số vấn đề cơ bản về dãy số và giới hạn của dãy 20 





















